7. Секвенциальный подход 
в математической физике

Мы убеждены в том, что любая математическая задача поддается решению. 

Давид ГИЛЬБЕРТ

В процессе построении математических моделей возникают серьезные трудности при обосновании предельного перехода в балансных соотношениях, выражающих соответствующие законы сохранения. Для их преодоления естественно воспользоваться критерием Коши – мощным средством доказательства сходимости. Этот аппарат остается в силе и в неполных пространствах, поскольку сохраняется возможность установить сходимость любой фундаментальной последовательности, если не на исходном множестве, то на его пополнении, состоящем из классов эквивалентных последовательностей объектов исходного множества. Аналогичной структурой обладают действительные числа и обобщенные функции, а также секвенциальные управления, являющиеся средством решения широкого класса экстремальных задач. Наличие глубокой связи между дифференциальными уравнениями и вариационными задачами подтверждает правомочность использования секвенциального подхода в математической физике. 
Возвращаясь к исследованию стационарного процесса теплопереноса, мы разбиваем заданную область на ячейки и выписываем в каждой из них балансные соотношения, выражающие закон сохранения энергии. В результате получается система разностных уравнений, из которой находится соответствующая сеточная функция. После интерполирования определяется семейство "приближенных решений", содержащее в качестве параметра шаг сетки. Если при его стремлении к нулю выполнено свойство фундаментальности, то соответствующий класс эквивалентности выбирается в качестве секвенциального состояния системы. При этом не используются априорные свойства решения задачи, а построение математической модели, доказательство существования состояния системы и обоснование практического алгоритма его нахождения осуществляются одновременно. Если последовательность "приближенных решений" оказывается сходящейся, то соответствующий предел будет обобщенным состоянием системы. Тем самым появляется возможность не только дать корректный вывод соответствующей математической модели, но и обосновать обобщенный подход в математической физике. 

7.1. Секвенциальная модель
стационарной теплопроводности

Рассмотрим вновь стационарный теплоперенос в неоднородном одномерном теле с нулевой температурой на границе при наличии источников тепла. Разобьем исходную область ( = [0,L] на М равных (для простоты) частей с шагом h = L/М. Определив точки  хi = ih, i = 0,…,M, зададим элементарную ячейку (i = [xi-1, xi], i = 1,…,M. Обозначим через Г всё семейство ячеек {(i}. Сеточной функцией XE "функция:сеточная"  на Г будем называть любой вектор порядка М+1, индексы которого изменяются от нуля до M.

В каждой ячейке (i состояние системы характеризуется соотношениями, выражающими тепловой баланс в этой области
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Эти равенства использовались ранее при построении классической и обобщенной моделей исследуемого процесса. На границе рассматриваемой области температура считается равной нулю, т.е.

 u(0) = 0, u(L) = 0.
                                             

Рассмотрим разностные операторы
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определяемые в соответствии с формулами 
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Тогда балансные соотношения записываются в виде системы разностных уравнений
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где 
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Система алгебраических уравнений (7.1), дополненная соотношениями

     u0 = 0, uM = 0,                                         (7.2)
образует дискретную модель XE "модель:дискретная"  рассматриваемого процесса. Отсюда находятся все значения ui, составляющие сеточную функцию {ui}. 
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Рис. 7.1. Линейная интерполяция сеточной функции.

Находим ее линейную интерполяцию (см. рис. 7.1) 
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определенную во всей области ( и зависящую от разбиения области на ячейки. Рассмотрим семейство функций {uГ}, характеризуемое разбиением Г или, что в данном случае эквивалентно, шагом сетки. Для простоты мы будем называть это семейство последовательностью, тем более что указанный шаг можно изменять дискретно.   

Определение 7.1. Если последовательность {uГ} при h(0 фундаментальна в смысле некоторого пространства Н, то она называется секвенциальной моделью XE "модель:секвенциальная"  системы, а соответствующий класс эквивалентности – ее секвенциальным состоянием XE "состояние:секвенциальное" .  

Рассматриваемое пространство Н определяется спецификой задачи и ограничениями на ее параметры. Отметим, что секвенциальное состояние системы по своей природе аналогично действительному числу Кантора, распределению Микусинскому, элементу пополнения метрического пространства и секвенциальному управлению. Таким образом, мы имеем дело с объектом, достаточно часто встречающимся в математических исследованиях. Отметим также, что широко используемое в математической физике обобщенное решение обычно является функцией, интегрируемой по Лебегу. Однако в теории меры две объекта, различающиеся исключительно на множестве нулевой меры (совпадающие почти всюду), отождествляются. Тем самым обобщенные решения также оказывается классами эквивалентности по отношению совпадения функций почти всюду, а значит, не столь уж сильно отличаются от секвенциальных состояний.

Построение секвенциальной модели не приводит к порочному кругу, с которым мы сталкивались при построении классической и обобщенной форм модели. Действительно, для любого шага h можно найти решение разностных уравнений (7.1), (7.2) (например, с помощью метода прогонки), а значит, и соответствующую функцию uГ. Обоснование свойства фундаментальности последовательности {uГ} является чисто технической процедурой, не требующей использования каких-либо свойств решения еще не поставленной задачи. Если нам удастся получить этот результат, то в качестве приближенного решения задачи можно выбрать конкретную функцию uГ при достаточно малых значениях h, подобно тому как действительное число аппроксимируется некоторым рациональным приближением, обобщенная функция – бесконечно дифференцируемой функцией, а элемент минимизирующей последовательности с достаточно большим номером обеспечивает близость минимизируемого функционала к его нижней грани. 

Характерно, что, отталкиваясь от одних и тех же балансных соотношений (одной и той же физики процесса), мы получили три разных формы математической модели. Однако при практическом решении задачи во всех трех случаях получается одна и та же система разностных уравнений (7.1), (7.2). Таким образом, совершенно не очевидно, что в процессе ее численного решения мы получаем приближенное значение именно классического состояния системы. Весьма вероятно, что мы аппроксимируем в действительности ее обобщенное или даже секвенциальное состояние.

7.2. Обоснование секвенциального подхода

Нам предстоит дать строгое обоснование секвенциального подхода, т.е. установить, что последовательность {uГ} при h(0 при естественных ограничениях на параметры задачи действительно оказывается фундаментальной. В основе получения этого результата лежит стандартная схема доказательства сходимости метода конечных разностей.

Рассмотрим произвольную достаточно гладкую функцию (, определенную в области ( и равную нулю на ее границе. Обозначим через (i значение ( в произвольном узле хi . Умножая i-ое равенство (7.1) на число (i и суммируя по всем значениям i, получаем соотношение
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Рис. 7.2. Кусочно постоянная интерполяция сеточной функции.

Пользуясь формулой суммирования по частям, использованной ранее при аппроксимации обобщенной модели системы, для любой сеточной функции {gi} с последней компонентой, равной нулю, имеем 
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Тогда предшествующее равенство записывается в следующем виде
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                              (7.3)
Найдем значения производных (см. рис. 7.1)
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где функция (Г определяется путем линейной интерполяции сеточной функции {(i}. Тогда можно определить интеграл
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где функция kГ полагается равной ki в каждой области (i, т.е. является кусочно постоянной интерполяцией сеточной функции {ki} (см. рис. 7.2).
Найдем сеточную функцию {gi} из условий: 
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i = 1,…,M-1. Применяя формулу суммирования по частям, определяем 
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где gГ – кусочно постоянная интерполяция сеточной функции {gi}.

Пользуясь полученными соотношениями, приводим равенство (7.3) к следующему виду
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                          (7.4)

В силу произвольности функции ( ее можно подобрать таким образом, чтобы соответствующая ей сеточная функция {(i} совпала с {ui}. Тогда последнее равенство принимает следующий вид

                                
[image: image19.wmf]2

00

 .

LL

dudu

kdxgdx

dxdx

GG

GG

æö

=

ç÷

èø

òò

                            (7.5)
Дальнейшие преобразования потребуют некоторых ограничений на входящие в условия задачи функции k и f. 

Очевидно, функция k, выражающая коэффициент теплопроводности, в силу своего физического смысла должна принимать положительные значения. Предположим, что имеет место неравенство k(х)(k0, х((0,L), где k0 – некоторая положительная константа. Тогда функция kГ (интерполяция значений функции k в узлах сетки) также ограничена снизу числом k0, что позволяет оценить выражение, стоящее в левое части соотношения (7.5). Учитывая определение нормы в пространстве Соболева, получаем неравенство
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Для преобразования выражения в правой части равенства (7.5) наложим некоторые ограничения на функцию f. Прежде всего, отметим, что для существования соответствующих интегралов эта функция должна быть локально интегрируемой. Дополнительные требования к f связаны с функцией gГ. Как видно из последнего неравенства функция uГ ассоциируется с пространством 
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. В этих условиях ее производная (обобщенная, поскольку по построению uГ кусочно дифференцируема, см. рис. 7.1) оказывается элементом пространства L2 функций, интегрируемых с квадратом на интервале (0,L). Тогда интеграл в правой части равенства (7.5) можно интерпретировать как скалярное произведение производной от uГ и gГ в этом пространстве. Функция gГ на каждом отрезке (i принимает значение gi, связанное с fi. Это означает, что производная от gГ на участке (i равна fi, т.е. среднему значению функции f в этой области. В соответствии с теоремой о среднем при h(0 имеет место сходимость производной от gГ к функции f почти всюду на (0,L). 

Итак, производная от функции gГ ассоциируется с f. Таким образом, функция f должна быть такой, чтобы интеграл от нее принадлежал пространству L2. Ранее упоминалось пространство Соболева Hm функций интегрируемых с квадратом вместе со своими производными вплоть до порядка m. Эти пространства сохраняют смысл и для отрицательных значений порядка дифференцирования. В частности, под H-1понимается пространство функций (точнее, обобщенных функций), интеграл от которых (производная порядка -1) является элементом пространства L2. При этом справедлива формула 
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где обобщенная производная от g равна f. 

Интеграл в правой части равенства (7.5) можно оценить следующим образом


[image: image23.wmf]  

1

0

22

2

0

   = .

L

H

LL

L

dudu

gdxgug

dxdx

GGG

GG

G

£

ò


Пользуясь установленными неравенствами, из соотношения (7.5) получаем оценку
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Обозначив через f  Г обобщенную производную функции gГ, можно показать, что при h(0 имеет место сходимость f  Г ( f в H-1, или, что эквивалентно, gГ( g  в L2, где обобщенная производная от g равна f. Отсюда, следует ограниченность последовательности {gГ} в пространстве L2. Тогда из предшествующего неравенства вытекает ограниченность последовательности {uГ} в пространстве 
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 Пользуясь теоремой Банаха – Алаоглу, выделим из нее можно такую подпоследовательность, которое при h(0 сходится слабо в пространстве 
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 что соответствует слабой сходимости последовательности производных от uГ в пространстве L2. Учитывая, что сходимость является более сильным свойством, чем фундаментальность, заключаем, что последовательность {uГ} (точнее, ее подпоследовательность) оказывается фундаментальной в смысле слабой топологии пространства Соболева. Тем самым согласно определению 7.1 она оказывается секвенциальной моделью исследуемой системы, а соответствующий класс эквивалентности – секвенциальным состоянием системы. Полученные результаты сформулируем в виде теоремы:

Теорема 7.1. Если функция k ограничена снизу положительной константой, а f – локально интегрируема на интервале (0,L) и принадлежит пространству H-1, то последовательность {uГ}, получаемая в результате кусочно линейной интерполяции сеточной функции {ui}, определяемой соотношениями (7.1), (7.2), является секвенциальной моделью стационарной теплопроводности, а соответствующий класс эквивалентности – секвенциальным состоянием системы в смысле слабой топологии пространства 
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Отметим, что мы установили желаемый результат не для самой последовательности {uГ}, а лишь для некоторой ее подпоследовательности. Однако, и для произвольной подпоследовательности из {uГ} можно воспроизвести приведенные выше выкладки, выделяя из нее подпоследовательность, также оказывающуюся секвенциальной моделью системы. В виду отсутствия информации о единственности секвенциального состояния системы, не исключено, что различные подпоследовательности из {uГ} характеризуют разные секвенциальные состояния.

Итак, мы добились желаемой цели, построив математическую модель стационарного процесса теплопереноса без априорных ограничений на решение задачи. Определяемое секвенциальное состояние оказывается объектом той же природы, что и действительные числа Кантора, обобщенные функции Микусинского, элементы пополнения метрического пространства и секвенциальные управления. Отметим, что в данном случае имеется возможность не только ограничиться секвенциальной моделью, а вывести из нее обобщенную модель, дав тем самым обоснование обобщенного подхода.

7.3. Обобщенная модель стационарной теплопроводности

На существование связи между секвенциальной и обобщенной моделями указывает уже тот факт, что в обоих случаях состояние системы ассоциируется в пространством Соболева 
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. Отметим и то обстоятельство, что ранее нами была установлена не просто фундаментальность, но сходимость последовательности {uГ} (точнее, ее подпоследовательность) в слабой топологии этого пространства. Таким образом, существует такая функция u класса 
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, что имеет место сходимость uГ ( u слабо в 
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Перейдем к пределу в равенстве (7.4) при h(0. Учитывая, что функции Г является кусочно линейной интерполяцией значений 
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установим, что ее производная в i-ой ячейке равна
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Тогда при h(0 получаем сходимость
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Пользуясь неравенством Коши – Буняковского, установим неравенство
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Отсюда в силу установленной ранее сходимости 
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Учитывая, что обобщенной производной от g является функция f, установим равенство
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Таким образом, имеет место сходимость 
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Для перехода к пределу в левой части равенства (7.4) понадобятся дополнительные ограничения на функцию k. В случае ее непрерывности имеет место сходимость kГ ( k в классе непрерывных функций. Оценим интеграл
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В силу определения слабой сходимости последовательности {uГ} в пространстве 
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  получаем
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Справедливо неравенство
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Тогда в предшествующем соотношении в качестве  можно выбрать произведение k на производную от . В результате получаем сходимость
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Учитывая непрерывность функции k, из соотношения 
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В силу ограниченности последовательности {uГ} в пространстве 
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 соответствующее семейство производных ограничено в L2. Тогда, получаем сходимость
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Наконец, из неравенства
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следует сходимость
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Пользуясь полученными соотношениями, будем иметь

                               
[image: image49.wmf]00

.

LL

duddud

kdxkdx

dxdxdxdx

ll

G

GG

®

òò

                  
Переходя к пределу в равенстве (7.4) с учетом установленных результатов, будем иметь соотношение 
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                    (7.6)

Это есть не что иное, как обобщенная модель исследуемого процесса. Таким образом, функция u, являющаяся пределом в смысле слабой топологии пространства 
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 семейства {uГ} при h(0, оказывается обобщенным состоянием системы. Полученные результаты сформулируем в виде теоремы. 

Теорема 7.2. Если в условиях теоремы 7.1 функция k непрерывна, то существует обобщенное состояние системы, являющееся пределом последовательности {uГ}.

Итак, мы не только даем корректный вывод секвенциальной модели, но и обосновываем обобщенный подход. Существование предела последовательности {uГ}, оказывающееся обобщенным состоянием системы, аналогично сходимости минимизирующей последовательности к оптимальному управлению и фундаментальных последовательностей рациональных чисел и бесконечно дифференцируемых функций к своим пределам (см. табл. 7.1). Эти объекты (обобщенное состояние, оптимальное управление, рациональное число, гладкая функция) с точностью до изоморфизма можно отождествить с регулярными секвенциальными объектами (регулярное секвенциальное состояние, секвенциально оптимальное управление, рациональное действительное число, регулярная обобщенная функция). Для этого достаточно рассмотреть стационарные последовательности с элементом, равным этому пределу. Отсюда следует, что любое обобщенное состояние системы является ее секвенциальным состоянием. В то же время для доказательства разрешимости задачи в обобщенном смысле нам потребовалось дополнительной свойство непрерывности функции k, не требующееся для построения секвенциальной модели. Тем самым не всякое секвенциальное состояние системы совпадает с ее обобщенным состоянием. Мы приходим к заключению, аналогичному соотношению между обобщенным и классическим состояниями: чем выше степень регулярности состояния, тем уже класс задач, где оно реализуется (см. рис. 7.3).
Таблица 7.1. Секвенциальные объекты

	приложение
	[uГ]
	{uГ}
	uГ
	uГ ( u 
	u 

	явление

природы
	секвенциальное
состояние
	секвенциальная
модель
	приближенное
состояние
	существует
обобщенное
состояние
	обобщенное
состояние

	теория чисел
	действительное
число
	аппроксимирующая
последовательность
рациональных чисел
	рациональная
аппроксимация
действительного
числа
	действительное
число
рационально
	рациональное
число

	теория
 распределений
	обобщенная
функция
	аппроксимирующая
последовательность
гладких функций
	гладкая 
аппроксимация

распределения
	обобщенная
функция
регулярна
	гладкая функция

	метрическое
пространство
	элемент
пополнения
	фундаментальная
последовательность
исходных объектов
	аппроксимирующий
объект исходного пространства
	метрическое
пространство
полно
	объект
исходного
пространства

	задача
оптимального
управления
	секвенциально
оптимальное

управление
	минимизирующая
последовательность
управлений
	приближенное
решение 
оптимизационной
задачи
	оптимизационная

задача

разрешима

	оптимальное
управление
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Рис. 7.3. Чем выше регулярность состояния, те уже класс задач.
7.4. Секвенциальные модели математической физики
Попытаемся дать общее понятие секвенциальной модели физического процесса, охватывающее определение 7.1. Рассматривается некоторое явление, происходящее в области (. Эта область разбивается на систему измеримых подмножеств {(}. Обозначим через Г всё имеющееся семейство {(}, а через h – максимальную меру ячейки ((. 

Пусть uГ есть приближенное состояние XE "состояние:приближенное"  системы, соответствующее разбиению  Г и являющееся функцией, определенной на ( (состояние системы может быть и векторной функцией). Будем полагать, что в каждой конкретной ячейке ( в соответствии с какими-либо физическими законами оно описывается соотношением

                                                АuГ= 0,                                           (7.7)

где  А– некоторый оператор, действующий на функции, определенные в области (,  – оператор сужения на множество функций, определенных на ((т.е.  uГ представляет собой функцию, определенную на  ( и совпадающую там с uГ). Пусть задано линейное топологическое пространство Н функций, заданных на (, такое, что оператор АГ, удовлетворяющий равенству АГ = Адля любого , определен на Н. Хотя строгое определение соответствующих понятий в пространстве, вообще говоря,  не являющимся метрическим, следует проводить в терминах теории фильтров или направленностей, мы для простоты будем по-прежнему называть семейство приближенных состояний {uГ} последовательностью. При этом ее сходимость и фундаментальность при h ( 0 сохраняют тот же смысл, что и раньше, а эквивалентность двух фундаментальных последовательностей {uГ} и {vГ}    указанного вида по-прежнему означает сходимость к нулю последовательности разностей {uГ – vГ}. 

Определение 7.2. Если семейство {uГ} фундаментально, то оно называется секвенциальной моделью XE "модель:секвенциальная"  системы, а соответствующий ему класс эквивалентности – секвенциальным состоянием XE "состояние:секвенциальное"  системы.

Если любое действительное число аппроксимируется рациональными числами, произвольное распределение – бесконечно дифференцируемыми функциями, а секвенциальное управление – обычными управлениями, то секвенциальное состояние системы аппроксимируется ее приближенными состояниями, которые определяются из соотношений (7.7) для каждого разбиения заданной области. При неограниченном дроблении области ( на ячейки семейство приближенных состояний может оказаться фундаментальным в указанном смысле. Тогда оно образует секвенциальную модель системы и тем самым определяет ее секвенциальное состояние. 

Для проверки свойства фундаментальности требуются исключительно приближенные состояния, всю необходимую информацию о которых мы, в принципе, можем получить, а не решение задачи, о котором мы изначально ничего не знаем. Конкретному секвенциальному состоянию соответствует бесконечное множество секвенциальных моделей подобно тому, как действительное число может быть аппроксимировано различными рациональных последовательностей, обобщенная функция – разными последовательностями регулярных функций, а секвенциальное управление – многими последовательностями обычных управлений. Это обстоятельство дает определенную свободу выбора конкретного алгоритма при практическом решении задачи.

Установим связь введенных понятий с результатами, получаемыми на основе классического и обобщенного подходов. Пусть заданы такие линейные топологические пространства (, U функций, определенных на (, и функционал ВГ на ((U , линейный по первому аргументу, что для любого ( имеет место равенство
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Здесь В( – продолжение оператора А( на множество функций U сужений функций класса U соответствующего пространства на множество ( (аналогичный смысл имеет пространство ). Предположим, что при  h ( 0  имеет место сходимость uГ ( u в U, ВГ(uГ( В(u для любого (, где В – функционал на (U, линейный по первому аргументу.

Определение 7.3. Обобщенной моделью XE "модель:обобщенная"  исследуемой системы назовем соотношение 

                                         В(u = 0 ((,                                    (7.8)
а обобщенным состоянием XE "состояние:обобщенное"  системы – функцию u(U, удовлетворяющую условию (7.8). 

Согласно данному определению, семейство {uГ} является сходящимся, а значит, фундаментальным в смысле пространства U, причем, предел u с точностью до изоморфизма совпадает с классом эквивалентных семейств с представителем {uГ}. Точно также, предел сходящейся фундаментальной последовательности рациональных чисел (соответственно, гладких функций и обычных управлений) отождествляется с определяемым данной последовательностью регулярным классом эквивалентности, т.е. с действительным числом (соответственно, обобщенной функцией и секвенциальным управлением). Таким образом, обобщенное состояние системы непременно оказывается его секвенциальным состоянием. 

Поскольку в определении 7.3 к секвенциальной модели предъявляются более сильные требования по сравнению с определением 7.2 (сходимость семейства приближенных состояний и соответствующих функционалов), возможно существование секвенциального состояния системы и при отсутствии у нее обобщенного состояния. В этом случае секвенциальное состояние можно назвать секвенциальным решением задачи (7.8). Понятно, что при этих условиях данное соотношение представляет собой лишь формальное выражение подобно тому, как в отсутствии классического решения краевая задача сама по себе (в обычной интерпретации) не имеет смысла, а понимается лишь как сокращенная запись соответствующего интегрального тождества. 

Обратимся теперь к описанию классического подхода. Пусть С(() есть пространство функций (или вектор-функций), непрерывных на (, АГ – оператор, действующий на пространстве С(() такой, что суперпозиция  АГ для любого ( совпадает с сужением оператора А( на множество непрерывных функций, определенных на ((. Предположим, что при  h ( 0  имеет место сходимость uГ ( u, АГuГ ( Аu в С((), где А – некоторый оператор на С(().
Определение 7.4. Классической моделью XE "модель:классическая"  системы назовем уравнение 

                                                    Аu  =  0,                                            (7.9)

а классическим состоянием XE "состояние:классическое"  системы – непрерывную функцию u, удовлетворяющую включению Аu(С(() и уравнению (7.9). 

Если существует классическое состояние системы, то (при соответствующем подборе функциональных пространств) оно оказывается обобщенным состоянием системы, а значит, и его секвенциальным состоянием. Однако в определении 7.4 к секвенциальной модели {uГ} предъявляется еще более сильные требования. Тогда возможна ситуация, когда классическое состояние системы отсутствует, а имеется лишь ее обобщенное или даже только секвенциальное состояние (см. рис. 7.3). В этом случае обобщенное (соответственно, секвенциальное) состояние можно назвать обобщенным XE "решение:обобщенное"  (соответственно, секвенциальным XE "решение:секвенциальное" ) решением уравнения (7.9), в отличие от его классического решения XE "решение:классическое" , являющегося классическим состоянием системы. При этом уравнение (7.9) следует понимать лишь как формальную сокращенную запись соответствующей обобщенной или секвенциальной модели.

Поясним смысл введенных понятий на примере стационарного теплопереноса. Здесь разбиение Г представляет собой семейство ячеек {(i}. Функция uГ (приближенное состояние системы) в произвольной ячейке (i согласно соотношениям (7.1), (7.2) удовлетворяет уравнению
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где функция gГ определяется соотношением dgГ/dx = -f   Г. Введем оператор Аi, действующий на функции с областью определения (i в соответствии с равенством
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Тогда предшествующее соотношение можно записать в виде (7.7). Выбирая в качестве Н пространство Соболева 
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 со слабой топологией, заключаем, что определения 7.1 и 7.2 согласуются. 

Определим теперь обобщенную модель рассматриваемой системы. В качестве ( и U выбираем все то же пространство 
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 со слабой топологией. Зададим функционал ВГ на  ((U  с помощью равенств 
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Полагая  Вi = Аi, установим справедливость равенства
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где i – оператор сужения на множество функций, определенных на (i.

Определив билинейный функционал В на ((U с помощью равенства
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установим справедливость интегрального тождества (7.8). Таким образом, характеризуемая определением 7.3 обобщенная модель рассматриваемого процесса действительно задает обобщенное состояние u, которое оказывается тем самым обобщенным решением краевой задачи, описывающей явление стационарной теплопроводности. 

Для определения классической модели исследуемого процесса зададим операторы АГ и А с помощью равенств 
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При этом сужение оператора АГ на множество функций, задаваемых на отрезке (i, совпадает с Аi. Если теперь (при дополнительных ограничениях на известные функции) показать, что при h ( 0 имеет место сходимость uГ ( u, АГuГ ( Аu в С[0,L], то окажется, что предельный элемент u будет удовлетворять дифференциальному уравнению Аu=0. Наконец, включение Аu(С[0,L] выполняется, если функция u является дважды непрерывно дифференцируемой. Таким образом, классическое состояние рассматриваемой системы, если таковое существует, является классическим решением краевой задачи и совпадает с ее обобщенным и секвенциальным решениями. Итак, описанная выше формальная схема охватывает все три формы математических моделей стационарного теплопереноса. 

Полученные результаты вселяют определенную надежду на возможность широкого применения секвенциального подхода в математической физике.

Выводы
1. Если последовательность "приближенных решений" оказывается фундаментальной, то она называется секвенциальной моделью системы, а соответствующий класс эквивалентности – секвенциальным состоянием системы.
2. Для обоснования секвенциального подхода не требуется априорных ограничений на состояние системы.
3. В рамках секвенциального подхода построение модели, доказательство существования состояния системы и обоснование алгоритма приближенного решения задачи осуществляются одновременно.
4. Приближенное значение секвенциального состояния системы определяется из дискретной модели, лежащей в основе аппроксимации классического и обобщенного состояния системы.

5. Секвенциальный подход может дать обоснование обобщенной, а значит, и классической модели.
6. Любое обобщенное состояние системы является ее секвенциальным состоянием, но не всякое секвенциальное состояние оказывается обобщенным.
7. Чем сильнее ограничения, налагаемые на параметры задачи, тем выше регулярность состояния системы.
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